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Feuille d’exercices : Introduction à la topologie

Exercice 1 Soit (E, d) un espace métrique. Soit (A,B) ∈ P(E)2. Comparer

1. A ∪B et A ∪B
2. A ∩B et A ∩B
3. ˙(A ∪B) et Ȧ ∪ Ḃ

4. ˙(A ∩B) et Ȧ ∩ Ḃ

5. ˙(E \A) et A

6. (E \A) et Ȧ

Exercice 2 Soit (E, d) un espace métrique. Soit A ∈ P(E). Combien de parties distinctes peut-on obtenir au maximum
en utilisant les opérations de fermeture et d’intérieur (et en les itérant).

Exercice 3 Soit (E, d) un espace métrique. Soit A ⊂ E.

1. Montrer que l’application f :

{
E → R
x 7→ d(x,A)

est 1-lipschitzienne et donc continue sur E.

2. Montrer que x ∈ A si et seulement si d(x,A) = 0

Exercice 4 On notera E = {(un)n∈N ∈ RN, suite bornée} ; E0 = {(un)n∈N ∈ RN, lim
n→∞

un = 0}.

1. On pose pour tout v = (vn)n∈N ∈ E, N∞(v) = sup
n∈N
|un|. Montrer que cela définit une norme sur E.

2. Montrer que E0 est un sous-espace vectoriel de E et que pour tout p ∈ N, ep = (δp,n)n∈N appartient à E0.

3. On note G = V ect{ep, p ∈ N}. Montrer que G = E0.

Exercice 5 On conserve les notations E et N∞ de l’exercice précédent. Soit (αn)n∈N ∈ (RN) tel que
∑
|αn| converge.

On considère N :

E → R+

u = (un)n∈N 7→ N(u) =
∑
n∈N
|αnun| .

1. Vérifier que N est bien définie.

2. À quelle condition (CNS) sur (αn)n∈N est-ce une norme sur E ?

3. Dans ce cas, cette norme est-elle équivalence à N∞ ?

Exercice 6 Soit E = C1([0, 1],R). Pour tout f ∈ E, on définit N0(f) = sup
x∈[0,1]

|f(x)| et N1(f) = |f(0)|+ sup
x∈[0,1]

|f ′(x)|.

1. Montrer que ce sont deux normes sur E.

2. Sont-elles équivalentes ?

Exercice 7 Soit (E, d) un espace métrique. Soient K un compact et F un fermé de E tels que F ∩K = ∅.
1. On suppose F compact. Montrer que d(K,F ) est atteinte et qu’elle est strictement positive.

2. On suppose maintenant que F est un fermé quelconque. Montrer que d(K,F ) > 0.

3. * Donner un contre-exemple où cette distance n’est pas atteinte.

4. Donner l’exemple de deux fermés disjoints F1 et F2 tels que d(F1, F2) = 0.

5. On suppose que E est un espace vectoriel normé de dimension finie. Expliquer que dans ce cas, la distance entre
un compact et un fermé est atteinte.

6. En déduire que dans un espace vectoriel normé quelconque, la distance d’un point à tout sous-espace de dimension
finie F est atteinte.

Exercice 8 Soit (K, d) un compact. On considère f ∈ C0(K,K) tel que :

∀(x, y) ∈ K2, x 6= y ⇒ d(f(x), f(y)) < d(x, y).

Montrer que f admet un unique point fixe dans K.

Exercice 9 Soit (E, d) un espace métrique complet. Soit f application de E dans E contractancte. On pose k ∈]0, 1[
tel que pour tout (x, y) ∈ E2, d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y).
Montrer que f admet un unique point fixe dans E et que pour tout x ∈ E, la suite des itérés (fn(x))n∈N converge vers
ce point fixe.
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