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Feuille d’exercices : Intégrale sur un segment d’une fonction continue par morceaux

Exercice 1 Soient f et g € C°pm([a,b],R). On note ¢ = Inf(f,g), et ¥ = Sup(f,g). Justifier que ¢ et ¢ €
C%pm(]a, b],

M/ 6 < Inf (/ f,/ ) /awzsup (/abf,/abg).
b

Exercice 2 Trouver toutes les fonctions f € C%([a, b], R) telles que / f=(0b—a)suplf].
a la,b]

[ sl = [

Exercice 4 Soit £ I'ensemble des fonctions continues sur I = [0, 1] & valeurs dans ]0,+oo[. Pour f € &, on définit

1
o(f) = < / f ) < / f) . Déterminer le minimum de ¢( f) lorsque f varie dans £. Déterminer les fonctions pour lesquelles
I I

Exercice 3

1. Trouver les fonctions f continues de [a,b] (avec a < b) dans R vérifiant :

2. Méme question avec f continue de [a,b] dans C.

ce minimum est atteint.

Exercice 5 Calculer la limite quand n tend vers +oo de

n—1 1

n n!l\ "

1. —_ 4. | — ) .
];) n? + k2 (n”)

Exercice 6
1

1. Soit f € C°([0,1],R). Calculer lim 2" f(x)dz

n—oo 0

n—oo

1

2. Soit f € C'([0,1],R). Calculer lim n/ 2" f(z)dx
0

3. Qu’en est-il si f est seulement continue ?

I =R
Exercice 7 Soit f € C°(I,R), ot I est un intervalle contenant 0. Soit F : . 916/0"” f@)dtsiz#0
£(0) sinon
Expliquer que f est dérivable sur I\ {0} et exprimer sa dérivée en fonction de f et F.

Montrer que F' est continue en 0.

Dans le cas ou I est symétrique par rapport a 0 et f est paire (resp. impaire), que peut-on dire de la parité de F.

Ll

Dans le cas ou f admet un développement limité a I’ordre n en 0, montrer que F' admet également un développe-
ment limité & l'ordre n en 0 et ’exprimer en fonction de celui de f.

5. En déduire que si f est dérivable en 0 alors F l'est également et donner sa dérivée F’(0) en fonction de f/(0).

Exercice 8 Soit I un intervalle de R (contenant au moins deux points) tel que 0 € I et f une fonction définie et
1 1

continue sur I. Justifier existence, pour tout x € I, de l'intégrale [ f(xt)dt et déterminer lin% (| f(xt)dt).
0 =0 Jo

Exercice 9 Soient f et g deux applications définies sur [a,b] avec f continue et g continue par morceaux et positive.

b b
1. Montrer qu’il existe ¢ dans [a, b] tel que / f@)g(z)dx = f(c)/ g(z)dz.



2. On suppose de plus g continue et strictement positive. Montrer qu’alors on peut trouver un tel ¢ dans ]a, b.

Exercice 10 Soit f une fonction dérivable strictement croissante bijective de R dans R telle que f(0) = 0. On définit
la fonction F' sur R par :

T f(=@)
Vo € R, F(z):/o f(t)dtJr/O fHp)dt — xf(x).

Montrer que la fonction F' est dérivable et calculer sa dérivée. Que peut-on dire de F'?
Donner une interprétation géométrique du résultat. Que peut-on dire dans le cas ou f n’est plus dérivable mais simple-
ment continue.

Exercice 11 Intégrales de Wallis
/2
On définit la suite (I,)nen par I, = / sin"tdt.
0

1) Démontrer que, pour tout entier naturel n,

/2
I, = / cos"zdz.
0

2) Démontrer que, pour tout entier naturel n, I,, > 0, et que la suite (I,,)nen est strictement décroissante.
3) Démontrer que, pour tout entier naturel n,

ntl,
n+2
4) Calculer I et I1, et en déduire que pour tout entier naturel n :
[ Ix3x---x2n-1)7  (2n)! =
T U 2x4Ax - x(2n) 2 227(nl)22

2x4x--x(2n)  22(nl)?

t I = = .
ol T R S x x 2n+ 1) (2n+ 1)

n+2 —

Inia
5) Déterminer lim — lim (nls, 1 lim
) n—4oo In ’ n—>+oo( 2n 2n+1)> n—4oo

(\/ﬁ[gn) et lim (\/ﬁIQnJrl).
n—-+oo
En déduire que :

I, ~ 2 et lim I, = 0.

n—-+oo 2n n—-+oo

b
Exercice 12 Méthode des trapézes et de Simpson. Soit f une fonction continue [a,b]. On veut approcher I = / f.
a

Si f est de classe C*([a,b],R), on notera M, = sup |f*)(t)].
te(a,b]

b—a
Pour chacune des méthodes, on considerera la subdivision réguliere x, = a+k—— (pour n € N* et k € {0,...,n—1})
n
et a approcher f par une fonction qui est polynomiale de degré inférieure ou égale a 0, puis 1, puis 2 sur chaque segment
[Tk Th1]-
1. Montrer que si f est de classe C! alors erreur de la méthode des rectangles est majorée par :
M
R, — 1| < (b—a)>=—.

2. Montrer que si f est de classe C? alors Perreur de la méthode des rectangles est majorée par :

Mo
12n2°

1T, —I| < (b—a)?

3. La méthode de Simpson consiste a a approcher f par une fonction qui est polynomiale de degré inférieur ou égal
1
a 2 sur chaque segment [zy,xr4+1] et qui coincide avec la fonction f en xy, xgy1 et en my = i(xk + Tgy1)- On

notera h,, cette fonction polynomiale de degré deux par morceaux.
Tk+41
Calculer / hy,.
x

k

M
4. Si on suppose f € C3([a,b],R), montrer qu’alors I’erreur est majorée par : |S,, — I| < C(b — a)?’—;.
n
M
5. Si on suppose f € C*([a,b], R), montrer qu’alors I'erreur est majorée par : |S,, — I| < C'(b— a)5—f.
n



Exercice 13 Soit f : [a,b] — R. Montrer que liIJIrl / f(z)sin(nx)dz = 0 dans les cas suivant :
n——+0o0o a

1. f de classe C'.
2. f est une fonction en escalier sur [a, b].
3. f est continue par morceaux.

1

b n
Exercice 14 Soit f : [a,b] — Ry une fonction continue. Montrer que 1irJIrl </ f”(t)dt)) = sup f(t).
n—+0oo a t€la,b]

Exercice 15 Déterminer toutes les applications continues sur R telles que :
) z+y
Vo) € B f@)fw) = [ st

=Yy

Exercice 16 Lemme de Gromwall Soit ¢ € Ry, f et g deux applications continues positives sur R telles que

Ve e Ry, f(z) <c+ /: f(t)g(t)dt

Montrer que :

Ve e Ry, f(x) < cexp(/oxg(t)dt).

Exercice 17 Soit f : [a,b] — I une fonction continue et ¢ : I — R une fonction continue et convexe. Montrer
1t 1P
I'inégalité de Jenseon : —/ pof >y </ f>.
b—al, b—a/,

1 1
Exercice 18 Inégalité de Holder Soient p et g des réels strictement positifs tels que — + — = 1.
P q

wP ol
1. Montrer que : ¥(u,v) € (R})? uv < — + —
p q’

b

b
2. En déduire que si f et g appartiennent & C°([a,b],R) et qu’elles vérifient / fP(x)dx = / 94 (z)dx = 1, alors

/f 2)dz < 1.

3. En déduire I'inégalité de Holder : si (f,g) € (C°([a,b],C))?, alors :

< (/ab|f<x>|pdm>; (/b g(w)lquvy

(Pour p = ¢ = 2 on obtient 'inégalité de Cauchy-Schwarz.)

a

4. En déduire 'inégalité de Minkowski :

(/ @)+ g(a ”dx) (/ e |de>é+</rf|g<x>|pdx>;



