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Feuille d’exercices : Dérivation des fonctions d’une variable réelle

Exercice 1
Etudier la continuité, la dérivabilité, et la continuité de la dérivée, des applications de R dans R suivantes :

1
1. frx—2a|z|; 2 o1 .
f |z 3. fiaxd sm(x) sixz#0
sin(z) siz=0
in(x .
2.f:a:%{ T siz#0 4 fizo 22 sizeqQ
1 sizx=0 0 sizeR\Q

Exercice 2 Montrer que si f est une fonction dérivable en un point xg alors

lim f(zo+h) — flzo — h)

h—0 2h - f’(l‘o).

Etudier la réciproque.

Exercice 3 Soit f une application dérivable sur R.
1. Montrer que si f est paire (resp. impaire), alors f’ est impaire (resp. paire).

2. Soit T' € RY.. Montrer que si f est T-périodique, alors f’ I'est aussi.

Exercice 4 Déterminer la valeur de la dérivée n-ieme des applications suivantes :
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Exercice 5 Calculer de deux manieres différentes la dérivée n-ieme de z +— z"(1 — 2)". En déduire la valeur de
n

> (Chy.

k=0

Exercice 6

R =R
1. On considere ¢ : e"=siz>0 . Montrer que @ est de classe C* sur R.
x
O0siz <0
R —R R —R
2. En déduire que f : e six #0 etg: @*1—22 si |z <1 sont également de classe
T . T )
O0siz=0 0silz]>1

Exercice 7 Soit f: R — R une application dérivable sur R qui admet une méme limite en +00 et —oco. Montrer qu’il
existe a € R tel que f'(a) = 0.

Exercice 8
Soient a < b des réels. Définissons F([a,b]) = {f € C*([a,b]) | f(a) = f(b) = 0}.
Soit f € E([a,b]).

1. Soit = €]a, b].

(a) Déterminer le réel A pour que la fonction F : [a,b] — R, définie par

Fi(t) = (6) ~ 5t~ )t~ 1),

vérifie Fy(x) = 0.



(b) Montrer que

—a)(z—b
Je, €la, b| tel que flx) = %Jc"(cm).
2. Notons M = sup (|f"(t)]).
t€la,b]
b—
(a) Montrer que pour tout x €la, b], /() <M 5 ’
T—a
L , b—a . , b—a
(b) En déduire que |f'(a)| < MT’ puis que |f'(b)| < M 5
t —
3. Pour z €la,b[, considérons la fonction G, : [a,b] — R définie par G,(t) = f(¢t) — f(x)x _Z. Démontrer, en
b—a

utilisant les résultats précédents, que pour tout x € [a,b], |f'(z)| < M 5

Exercice 9 Soit f une fonction dérivable sur R. Montrer que :
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2. lim f'(z)=(¢= lim

= (. En déduire que si £ > 0 alors lim f(z) = +o0.
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Exercice 10 Soit f € D'(I,R).
1. Soit (a,b) € I* tel que a < b et f'(a)f’(b) < 0. Montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.
2. En déduire que f'(I) est un intervalle (théoréme de Darbouz).

Exercice 11 Soit f € C"([a,b],R). On suppose f(b) = 0 et pour tout k € [0,n — 1], f*)(a) = 0. Montrer qu’il existe
¢ €la, b] tel que f(™(c) = 0.

Exercice 12 Soient o > 1, 8 > 1, et f € C°([0,1],R) telle que f(0) = 0 et pour tout = €]0,1[, f(x) > 0. Montrer qu'il
7@ _ 400
fl=o)

Exercice 13 Soit f € D'(R,,R), fonction bornée sur R, . On suppose que f’ admet une limite finie [ € R en 4oc.
Montrer que nécessairement [ = 0.

existe ¢ €]0, 1] tel que «

Exercice 14 Soit (a,b) € R? a < b. Soit f € C*([a,b],R) telle que f(a) = f(b) = f'(a) = f'(b) = 0. Montrer qu’il
existe ¢ €]a, b[ tel que f(c) = f"(c).

Exercice 15 Soit f € D" (I, R). Soit (a,) € I?. On souhaite montrer qu’il existe ¢ €]a,z[ (ou ]z, a[) tel que

i f(n+1)(c)
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k) (g
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Soit a € R tel que f(x) — Z ! kk'(a)(
P !

=0

)n+1

z—a)lf = alz—a . On consideére alors la fonction g définie sur I par

n ¢(k)
g(y) = f(z) — Z ! k:'(y) (z — y)* — a(z — y)" . En utilisant le théoréme de Rolle, conclure.
k=0 '

Exercice 16 Soit f € C*(R,,R). On suppose lim f(z) =1 € R et f” bornée. Montrer que lim f’(x) = 0.

Exercice 17 Soit f € C?*(R,,R). On suppose que f et f” sont bornées sur R,. On note My = sup |f(x)| et
r€R

My = sup |f"(z)|. Prouver que f’ est bornée sur R, et montrer que M; = sup |f'(z)| < 2v/MoMs,.
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Exercice 18 Soit f € C*(R,R). On suppose que f et f” sont bornées sur R. On note My = sup|f(z)| et My =
zeR

sup | f”(x)|. Prouver que f’ est bornée sur R et montrer que M; = sup |f'(z)| < \/2MyMs.
z€R z€R



