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Feuille d’exercices : Espaces vectoriels euclidiens
Exercice 1 Soit E un espace vectoriel euclidien et soit (u1,...,u,) une famille de vecteurs unitaires telle que :
P
Ve € E, |z ||*= z:(uj\x)2 Montrer que la famille (u1,...,u,) est une base de E.
j=1

Exercice 2 Soit (£, (.|.)) un espace vectoriel euclidien de dimension n.

1. Soient a et b des vecteurs unitaires de E. Vérifier I’équivalence entre les énoncés :

(i) fa=bl=1;
.. 1
(ii) (a|b) = 3
2. On se donne u; € E, unitaire. Montrer qu’il existe us € F, unitaire tel que || u1 — usg |= 1.
3. Montrer qu’il existe dans E n vecteurs unitaires (uq, ..., u,) tels que :
Vi#je{l,...,n}, | wi —u; ||=1.
4. La famille (ug,...,u,) est-elle une base de E?

Exercice 3 L’espace vectoriel R* est muni de son produit scalaire canonique et d’une base orthonormée (e1,e2,€3,€4).
Soient F' et G les sous-espaces définis par les équations :

I T1+ 22+ 23 +724=0 a- 1 +x2=0
| x1—2x9+3w3 —4rs =0 | 3 +x4=0 "
1. Déterminer une base de F=.

2. Déterminer la matrice représentative de la projection orthogonale sur G.

Exercice 4 Soit n € N* et E = R,[X]. Définissons pour (P,Q) € E? ¢(P,Q) = ZP(k)Q(k) et S(P,Q) =
. k=0
/ P(2)Q(x) da.
0
1. Montrer que ¢ et S sont des produits scalaires de E.

2. Prenons ici n = 2. Soit F' le sous-espace vectoriel de E des polynomes sans terme constant. Déterminer F* pour
le produit scalaire ¢ et le produit scalaire S.

Exercice 5 Montrer que V(z1,...,2,) € R, (21 + ...+ 2,)° <n(z1? + ...+ 2,2). Quand a-t-on égalité ?

Exercice 6 Soit B = (ey,...,e,) une base de E espace vectoriel euclidien. Etablir les équivalences suivantes :

n

3. Vo€ B, ||z]]” =) (eilr).

1. B est orthonormale.

i=1
n n
2. Ve e E, z= Z(ei\x)ei. 4. VY(z,y) e EXE, (z,y) = Z(ei|x)(ei|y).
i=1 =1
Exercice 7 Déterminant de Gram
Soient 1, x2,...,Tp, p vecteurs d’un espace vectoriel euclidien E de dimension n. On considere la matrice G' définie
par :
G(z1,22,. .. 2p) = ((wilz)))1<ij<p-
On note [z1,...,x,] le produit mixte de (x1,z2,...,x,) c’est-a-dire le déterminant de la famille (z1,z2,...,x,) dans
n’importe quelle base orthonormée directe de E.
1. Montrer que la famille (21,22, ...,2,) est liée si et seulement si det G = 0.
2. On suppose que la famille (z1,z2,...,2,) est libre et on pose F' = Vect(x1,22,...,2,). On note M la matrice de
la famille (x1, z2,...,x,) dans une base orthonormée fixée de F.
(a) Montrer que det G = det(* M M) = [z, 22, ...,2p]% >0, 0t [x1, 29, ..., xp]F est le produit mixte de la famille
(x1,22,...,x,) dans lespace euclidien F.



(b) Siz € E, montrer que

2 _ det G(z,z1, 2, ..., Tp)

F .
d(z, F) det G(z1, 2, ..., Tp)

Exercice 8 Soit E un espace euclidien et soit f € L(F). Montrer I’équivalence entre :
(i) f préserve I'orthogonalité : V(z,y) € E?, (z|ly) = 0 = (f(x)|f(y) = 0.
(i) Il existe a € R et g € O(F) tels que f = ag.

Exercice 9 Soit E un espace vectoriel euclidien et f une application de F dans E (non supposée linéaire a priori)
telle que :

V(z,y) € EXE (f(z)ly) = (=[f(y))-

Montrer que f est linéaire.

Exercice 10 On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit f une fonction de R™ dans lui-méme vérifiant :

V(z,y) € R™)? |If(x) = f)ll =llz—yll et f(0)=0.
Montrer que f est un automorphisme orthogonal.

Exercice 11 Soient E un espace euclidien et p un endomorphisme de FE.
Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si :

pop=p et [[p(@)| <]zl

Exercice 12 Soit E un espace vectoriel euclidien. On considere f € L(E) tel que : Vo € E, (f(x)|z) =0.
1. Montrer que : V(z,y) € E%, (f(x)|y) + (f(y)|z) = 0.
2. Montrer que ker(u) et Im(u) sont supplémentaires orthogonaux dans E et que rg(u) est pair.

Exercice 13 Soit A € 9, ,(R). Montrer que 1g(*AA) = 1g(A)

2

E R
Exercice 14 Soit E = 9, (R). On définit ¢ : - .
(M,N) — tr(M'N)

1. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur F.

2. Montrer que pour tout A = (a; ;) € E, |tr(A)] < +v/n Z a?’j . A quelle condition a-t-on égalité ?
(4,)

3. Soit A = (a;;) € E. On note S,, I'ensemble des matrices symétriques. Déterminer Mlng E (aij —mi )2
€8y =
4.

1
Exercice 15 Calculer inf / (f(z) — ax — b)* dz avec
(a,b)eR?

1. f:z— zln(x)
2. f:x — sin(nz).

Exercice 16 Soit A = (a; ;) € O,(R). Montrer que Zai’j < n.
0,J
Exercice 17 Soit E un espace euclidien.
1. Soit p un endomorphisme de E. Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si: pop=p et p* =
p.
2. Soit s un endomorphisme de E. Montrer que s est une symétrie orthogonale si et seulement si : sos = Id et s* =
S



