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Feuille d’exercices : Espaces vectoriels euclidiens de dimension 2 et 3

Exercice 1 E = R3. On considére 'endomorphisme f de E dont la matrice dans la base canonique est :

-2 2 1
A= 2 1 2
1 2 =2

Calculer A% et donner les caractéristiques de f?

Exercice 2 Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3, muni d’une base orthonormée directe ei,e3,€3).
’ . . . . . . ™ ..,
Déterminer la matrice représentative dans B de la rotation vectorielle d’angle 5 et d’axe dirigé par = e_f + e_2> e_3>.

Exercice 3 Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de I’endomorphisme f de R? représenté dans la base
canonique B de R? par :

-2 V6 V6

1. A= Mats(f) = ; V6 1 -3
V6 -3 1
-1 2 -2
2 Mats(f)=A=2| 2 -1 -2
-2 -2 -1

Exercice 4

1. Dans Pespace euclidien orienté E = R?, soit r la rotation vectorielle d’angle  autour de I’axe orienté dirigé par le
vecteur unitaire .

Montrer que : VZ© € R®, (7)) = cos(6). 7 +sin(8).(d A Z) +2( | ?)sm2(g).7.

T
2. Déterminer par plusieurs méthodes la matrice dans la base canonique de la rotation d’angle 3 d’axe dirigé par

@ = (1,-1,0).

Exercice 5 Soit f endomorphisme de I’espace E = R3 euclidien dont la matrice dans la base canonique (i,4,k) de
E g’écrit :

1 8 6 10
A= ' —-10 5 0
-6 +8 5
1
Vérifier que : Ker(f) ® Im(f) = FE et trouver la nature géométrique de f.

Exercice 6 Dans l’espace vectoriel E = R? | considérons le plan vectoriel P d’équation z — y 4+ 2z = 0 dans la base
canonique B de E. Notons p € L(F) la projection orthogonale sur P et s € L(E) la symétrie orthogonale par rapport
a P.
1. Déterminer une base orthonormée (u,v) de P et un vecteur w tel que Y = (u,v,w) soit une base orthonormée de
E.

2. Déterminer les matrices représentatives A = Maty(p), R = Maty(s), @ = Matp(p) et S = Matg(s).

Exercice 7 Soit u ’endomorphisme de I’espace R? euclidien dont la matrice dans la base canonique de R? s’écrit :

b
R= a
c

0
QT O

Montrer que pour que u soit une rotation, il faut et il suffit que (a, b, ¢) soient les racines d’une équation du troisiéme
degré :
4
0, —=]).
Dans le cas ou cette condition est vérifiée, exprimer ses coefficients en fonction de ’angle de rotation 6.

u —u? 4+ p=0 (avec p € |



Exercice 8 (Groupe diédral) Soit n > 2. On se place maintenant dans F = R2, muni du produit scalaire euclidien
canonique et on considere un polygone régulier P, a n cotés de centre O. Il est ainsi caractérisé par la donnée de ces n

—
sommets (A;);j=o. . n_1 que on identifiera avec les vecteurs a; = OAj. On pourra supposer aj = (a,0) (avec a > 0).
On s’intéresse a 'ensemble D,, = {f € O(E), f(P,) = P,}.

1. Montrer que D,, est un sous-groupe de O(E).

2. On note s la symétrie par rapport a Re_f(: R%) et r la rotation d’angle 2% Montrer que r et s appartiennent a
D,,.

Rappeler que soros=r"1

Quels sont les ordres de s et r (dans le groupe O(E))?

Montrer que D,, = {s¢o7r* €€ {0,1}, k € N, }. Quel est le cardinal de D,, ?

Montrer que le sous-groupe R,, engendré par r est un sous-groupe distingué de D,, et qu’il est isomorphe & Z/nZ.
Et expliquer que le quotient de D,, par R,, est isomorphe & Z/27Z.

o Gk W

7. Expliquer que D,, n’est pas isomorphe Z/nZ x Z/2Z

Exercice 9 On consideére dans I'espace euclidien E = R? un trétraedre régulier K de centre O. Il est ainsi caractérisé

OA, 5 = 0B, ¢ = OC,

par la donnée de ces 4 sommets A, B, C, D que l'on identifiera avec les 4 vecteurs q = OA,
= OD. Ces vecteurs vérifient

{II7II=_1|7II=II?II=II7II R R
1@ -l =l[@-2=l2-dll=15-2l=D-dll=]<-d|

On s’intéresse & ensemble G = {f € O(E), f(K)= K}.
1. Montrer que G est un sous-groupe de O(E).

2. En admettant que A, B, C, D sont les points les plus éloignés de O du tétraedre, en déduire que I’ensemble
{A, B,C, D} est invariant par tout élément f € G.

3. En déduire que fi;4 p,c,p} est une permutation de I'ensemble {A, B,C, D} et que donc il existe un morphisme
de groupes p de G vers le groupe symétrique Sy. (On prendra soin de montrer qu’il s’agit bien d’un morphisme
de groupes).
Trouver ker p.

- =
Montrer qu'il existe f € G tel que f(@) = b, f(0)=a, f(T) =T et f(d)=d.

En déduire que 'image de p contient toutes les transpositions.

NS ot

Conclure que G est isomorphe a S;.



