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Feuille d’exercices : Espaces Vectoriels

Exercice 1 Soient E, F et G des espaces vectoriels sur un corps K et f ∈ L(E,F ), g ∈ L(F,G).

1. Redémontrer que
Im(g ◦ f) ⊂ Im(g) et ker(f) ⊂ ker(g ◦ f).

2. (a) Démontrer l’équivalence entre les énoncés :

i. Im(f) ∩ ker(g) = {0F }
ii. ker(f) = ker(g ◦ f).

(b) Démontrer l’équivalence entre les énoncés :

i. Im(f) + ker(g) = F

ii. Im(g) = Im(g ◦ f).

Exercice 2 Soient E, F , G trois R-espaces vectoriels et f, g ∈ L(E,F ), h ∈ L(F,G). Démontrer l’équivalence entre
les énoncés :

(i) Im(h ◦ f) ⊂ Im(h ◦ g) ;
(ii) Im(f) + ker(h) ⊂ Im(g) + ker(h).

Exercice 3 Soient A, B et C trois sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E tels que : A ∩ B = A ∩ C,
A+B = A+ C et B ⊂ C. Montrer que B = C.
L’hypothèse B ⊂ C est-elle vraiment nécessaire pour établir le résultat demandé ?

Exercice 4 Soit n ∈ N, n ≥ 2. On définit D comme le sous-espace vectoriel de Rn engendré par v = (1, 1, . . . , 1) et H
par H = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | x1 + x2 + · · ·+ xn = 0}.
Montrer que D ⊕H = Rn.

Exercice 5 Notons E = RN l’ensemble des suites à valeurs réelles muni de sa structure canonique d’espace vectoriel
sur R. Définissons les sous ensembles de E :

F = {(un)n∈N ∈ E | ∀n ∈ N, u2n = u2n+1}
G = {(un)n∈N ∈ E | ∀n ∈ N, u2n = 0}

Démontrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E et qu’ils sont supplémentaires.

Exercice 6 Soient E un K-espace vectoriel, u et v dans L(E) vérifiant u ◦ v − v ◦ u = u. Calculer, pour tout k ∈ N,
uk ◦ v − v ◦ uk en fonction de u et k.

Exercice 7 Soit E un K-espace vectoriel et g un endomorphisme de E. On définit Cg de L(E) sur lui-même par :

∀f ∈ L(E) Cg(f) = f ◦ g − g ◦ f.

1. Montrer que Cg est un endomorphisme de L(E).

2. Montrer que si g est nilpotent (c’est-à-dire s’il existe n ∈ N tel que gn = 0), alors Cg l’est également.

Exercice 8 Soit E un K-espace vectoriel et f et g deux endomorphismes de E. Montrer que si f et g commutent alors
ker f et Imf sont stables par g.

Exercice 9 Considérons R2 muni de sa structure canonique d’espace vectoriel sur R. Définissons l’application

f :

{
R2 → R2

−→v = (x, y) 7→ f(−→v ) = (x+ y, x+ y).

1. Démontrer que f ∈ L(R2) et déterminer ker(f) et Im(f).

2. Démontrer que R2 = ker(f)⊕ Im(f).

3. f est-elle un projecteur ?

Exercice 10 Soit E = R2, muni de sa structure canonique de R-espace vectoriel. Définissons l’application :

f :

{
E → E

(x1, x2) 7→ (−2x1 + 2x2,−3x1 + 3x2).
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1. Démontrer que f ∈ L(E) et que f est un projecteur vectoriel.

2. Déterminer ker(f) et Im(f).

Exercice 11 Soit E un espace vectoriel sur un corps K. F0, F1, G0 et G1 des s.e.v. de E. Soit f (resp. g) le projecteur
de E de noyau F0 (resp. G0) et d’image F1 (resp. G1). Supposons que f ◦ g = g ◦ f .

Démontrer que h = f ◦ g est un projecteur de E et que son image est F1 ∩G1.

Exercice 12 Soit E un K-espace vectoriel, soient p et q deux projecteurs définis sur E.

1. Montrer que p+ q est un projecteur si et seulement si p ◦ q = q ◦ p = 0.

2. Interpréter cette condition en terme de noyaux et d’images de p et q.

3. Si p+ q est un projecteur, expliciter Im(p+ q) et ker(p+ q).

Exercice 13
Soit E un K-espace vectoriel (K = R ou C). Soit f ∈ L(E). Pour tout entier p, notons fp = f ◦f ◦ . . .◦f la composée

p fois de f , et Kp = ker(fp), Ip = Im(fp).

1. Soit p ∈ N. Etablir que Kp ⊂ Kp+1 et Ip+1 ⊂ Ip.

2. Supposons qu’il existe un entier naturel r ≤ n tel que Kr = Kr+1. Montrer qu’alors Kr+1 = Kr+2, et en déduire
que pour tout s ≥ r, Ks = Kr.

3. Supposons qu’il existe un entier naturel r ≤ n tel que Ir = Ir+1. Montrer qu’alors Ir+1 = Ir+2. Et en déduire que
pour tout s ≥ r, Is = Ir.

4. Exhiber une application linéaire telle qu’il existe un r ∈ N tel que Ir = Ir+1 mais Kr 6= Kr+1.

Exercice 14 Soit E un K-espace vectoriel (K = R ou C). Soit f ∈ L(E).

1. On suppose que pour tout x ∈ E, (x, f(x)) est liée. Montrer que f est une homothétie (c’est-à-dire que f = λ IdE ,
avec λ ∈ K).

2. On suppose que pour tout g ∈ L(E), f ◦ g = g ◦ f . On veut montrer que f est alors une homothétie.

(a) Soit x ∈ E, x 6= 0 ; et soit F un supplémentaire de Vect(x) dans E. On considère p le projecteur sur Vect(x),
parallèlement à F . En utilisant l’hypothèse sur f en déduire que f(x) ∈ Vect(x), et donc que (x, f(x)) est
liée.

(b) En déduire que f est une homothétie.

Exercice 15 Soit E un K-espace vectoriel et soit n ≥ 2. On suppose que K est un corps infini (ou au moins de cardinal

à n). Montrer que pour tous sous-espaces vectoriels H1, . . . ,Hn de E, l’ensemble
⋃

j∈Nn

Hj est un sous-espace vectoriel si

et seulement si il existe k0 ∈ Nn tel que Hk0
=

⋃
j∈Nn

Hj .

Exercice 16 Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soient f et g deux applications linéaires de E dans F .

1. Montrer l’équivalence entre

(i) ker f ⊂ ker g

(ii) ∃h ∈ L(F ), g = h ◦ f
2. Montrer l’équivalence entre

(i) Img ⊂ Imf

(ii) ∃h ∈ L(E), g = f ◦ h
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