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Feuille d’exercices : Développements limités et asymptotiques

Exercice 1 Déterminer le développement limité a 'ordre n en 0 de la fonction f dans les cas suivants :

1 7
1) f(z)= ﬁ (n =5) Réponse : 1 + 6.%‘2 + %x‘l + z¢(x), avec il_}nbs(x) =0
In(1 + z) B , 3., 11, 25, _ B
2)  f(x) T2 (n=4) Réponse : x — 22 + 5% T 13t + z%e(x), avec ili%a(x) =0
3) f(x) =tan®(2) (n=25) Réponse : 2% + §x4 + 2%¢(x), avec lin%)s(x) =0
r—r
1 1
4)  f(x) = =@ (n=6) Réponse : 1 + 22 + §x4 + @xfs + 2%(x), avec linbs(x) =0
T—
11
5) f(z)=(00+ m)l/w (n=23) Réponse : e — ;a? + {xg - 1—;963 + 23¢(z), avec linba(gc) =0
T—
6) f(x)=+/1+sin(z) (n=3) Réponse : 1 + —x — —2% — —2% + 2%2(z), avec lime(z) =0
2 8 48 z—0

Exercice 2 Calculer les développements limités suivants :

1

1. f(a) = A Pordre 5 en 0 4. n(x) = arctan(In(1 — z)) a l'ordre 5 en 0
1—z+2? L
2. g(z) = /x cos(mx) a lordre 2 en 1 5. p(x) =1In (”) A Pordre 4 en 0
) x
x <
3. m(x) = sin(z) — In(1 + 2) a l'ordre 3 en 0 6. g(z) =In(In(e + z)) a 'ordre 3 en 0.

Exercice 3 Calculer le développement limité a l'ordre 5, en 0, de chacune des applications f: V — R, (o V est un
voisinage de 0) définies ci-dessous, pour x € V, par :

1. f(z) = ch(2z) sh(3z) 3. fz)=\/1+ V122

In(1 + z)
2. f(x) = (In(1 + )’ @)=

Exercice 4 Calculer le développement limité a I’ordre 3, en 0, de chacune des applications f : V* — R, (ou V* est un
voisinage de 0, privé de 0) définies ci-dessous, pour z € V*, par :

L f@) = (+a) 3 f@) = —
2. f(x) = (cos(2x))*/* sin“z  sh'z

Exercice 5 Calculer le développement limité a 'ordre 3, en w/2, de 'application f : V — R, (o V est un voisinage
de TI/2) définie ci-dessous, pour z € V, par : f(z) = In(sinz).

R —R
Exercice 6 Calculer le développement limité a ’ordre 3, en 2, de I'application g : 1

1+e®

Exercice 7

1. Montrer que 'application f : R — R, définie par :

f(x)z{ w?Injx| sixz#0

0 stx=0

est dérivable en 0 et par conséquent possede un développement limité & ’ordre 1, en 0, que ’on déterminera.

2. Montrer que f n’est pas deux fois dérivable en 0 et ne possede pas de développement limité a I'ordre 2 en 0.

Exercice 8

1. Montrer que 'application f : R — R, définie par :
23 sin 1 six#0
flx) = x
0 stx=0

est dérivable en 0 et par conséquent possede un développement limité & ’ordre 1, en 0, que ’on déterminera.



2. Montrer que f n’est pas deux fois dérivable en 0 mais possede un développement limité a 1'ordre 2 en 0 que 'on
déterminera.

Exercice 9
Déterminer les limites suivantes :

1. lim wg, ot (uy), est la suite définie par u,, = (3 x 2w — 2 x 3%)71;
n—-4o0o

1 1 )
21— z) 3(1—al/3)’
5. tim_f(z), ot f(z) =2 - (1 + 1);

Tr—r—+00

2. lim f(z), ot f(z) =

n

1
4. lim wuy,, ot (u,)y est la suite définie par u,, = (nln(1+ —)) ;
n—-+o0o n

. oo a—(ata)”
5. lim f10), o ) = (T

lim f(z), ot f(x) =sh(vx?+ z) —sh(v/z? — z).

r—+o0

aveca € R, a > 0;

&

Exercice 10 Déterminer la limite de f(z) quand z tend vers 0 dans R\ {0} :

_In(cos(ax)) (1 —€")(1 — cos(x))

L) = ooy (@0 R @) = s
5 esina: _ etan:c
sin x 1/t (@) sinx — tanx
2. f(I) = < - ) Sinxsinx -1
6 1@ = e 1
(1 —cos(z))In(1 + 2?) _ sing® — gt
3. f(x) = 22sin?(z) T f@) = z+In(l-x)

Exercice 11 Etudier la limite lorsque x tend vers oo de

1.7 - 1
F(z) =214+ =) —exa2®In(l+ -).
x x
Exercice 12 Montrer que pour tout n € N, il existe un unique u,, € R tel que u;r’L +nu, —1 = 0. Etudier la convergence
de cette suite, en donner un équivalent simple «,,, puis trouver un équivalent de a,, = a,, — uy,.

. . . . . . . 7T ™
Exercice 13 Soit n € N, montrer que I’équation tan x = x a une unique solution x,, dans I'intervalle Jnm — 57 nm+ 5[

1
Calculer le développement asymptotique a la précision — de x,.

Exercice 14 Soit k € R, montrer que 1’équation = + In(z) = k a une unique solution x, € R. Montrer que (z) admet

In(k In(k
un développement asymptotique en +oo du type : xx = ak + bln(k) + c%) + o0 < n](€ )>



