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Feuille d’exercices : Espaces vectoriels de dimension finie

Exercice 1 Préciser si les familles suivantes sont libres ou liées.
1. Dans R* : ((1,3,4,7),(5,3,1,4), (4,0, -3, =3)).
2. Dans C? : ((2,4,4), (i, —1,—1), (0,3, —i)).

Exercice 2 Soit n € N*. Montrer que les familles suivantes sont libres :
1. dans le R-espace vectoriel F(R,R), (¢x)rez avec, pour tout k € Z, ¥y : x — e ot oy < ...y,
2. dans le C-espace vectoriel F(R,C) (¢r)rez avec, pour tout k € Z, ¢y, : @ +— e**.
3. dans le R-espace vectoriel F(R,R), (Lr@®r): f1;---»fns91--.,9n) avec pour tout j € [1,n] f; :  — cos(jz) et
g;  x —> sin(ja).

Exercice 3 On considére a € R et les vecteurs de R?, exprimés dans la base canonique :

3 1 1
17{ = 1 , 175 = « et 175 = 1
1 1 3
1. A quelle condition portant sur «, les vecteurs w , uh et w4 sont-ils libres ?
x
2. Soit W un vecteur de coordonnées y | . Déterminer une condition sur x, y et z pour que les vecteurs w , A
z

et W soient liés.

Exercice 4 Soit n un entier naturel > 2. On munit K™ de sa structure canonique d’espace vectoriel sur K, et on
définit la famille A = (ay,...,a,) par :

ay = (1a150707 7070’0)
as = (0,1,1,0,...,0,0,0)
an_1 = (0,0,0,0,...,0,1,1)
an = (1,0,0,0,...,0,0,1).

Déterminer les valeurs de I'entier n > 2 pour lesquelles la famille A4 est libre et celles pour lesquelles elle est liée. Dans
ce dernier cas, donner une relation de dépendance linéaire de le famille A, c’est-a-dire une famille (), ,,, de scalaires
non tous nuls telle que ajay + . ..ana, = 0g.

Exercice 5 Soit E = R* muni de sa structure canonique de R-espace vectoriel. On définit les parties suivantes de E :
F=A{(z,y,zt) eE|x+2y+22+t=0}, G={(,20,20,0) |a€R} et H={(z,y,21t) €FE|y=z=0}

1. Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de FE.
2. (a) Montrer que G est engendré par un vecteur : G = Vect(d).
(b) Démontrer que F' et G sont supplémentaires dans FE.
(¢) Quelles est la dimension de G? Celle de F'?
(d) Donner une base de F'.
3. On montre de méme que H est un sous-espace vectoriel de F.
(a) Trouver une base de H et en déduire sa dimension.
(b) Que vaut dimg(F' N H)? En donner une base.

(¢) Donner dimg(F + H). En déduire F' + H.

Exercice 6
1. Soit E un espace vectoriel complexe et (e1,es,...,e,) une base de E. Montrer que E peut étre aussi considéré
comme un espace vectoriel réel. Expliciter une base du R-espace vectoriel F.
2. Soit K C deux corps. Expliquer que est un K-espace vectoriel.
3. On suppose que est un K-espace vectoriel de dimension finie et on note (z1,...,24) une base.

Soit E un -espace vectoriel et (e, e, ..., e,) une base de E en tant que -espace vectoriel. Donner une base et la
dimension du K-espace vectoriel E.

Exercice 7 Soient E un R-e.v. de dimension n € N* (ol n est un entier naturel supérieur ou égal a 2) et f
un endomorphisme de E tel que f"7' # Ogpy et f* = Ogp). Montrer quil existe u € E tel que la famille

(u, f(u), f2(u), ..., f**(u)) est libre.



Exercice 8 Soit F un espace vectoriel réel de dimension n € N* et u € L(E).
On suppose qu'il existe g # 0g tel que la famille (u(xo), u?(ug), - - - ,u”(mo)) soit une base de E.

1. Montrer que u est un automorphisme de E (i.e. u € GL(E)).
2. En déduire que la famille (zq, u(ug), -+ ,u" " "(zo)) forme une base de E.

3. Démontrer qu’il existe des scalaires ayg, ...,a,_1 tels que

u = o Idg + aqu + asu® + -+ ap_ou" 2 4+ ap_u L.

Exercice 9 Soit E un K-espace vectoriel E de dimension finie et u € L(E). Montrer les équivalences entre les trois
assertions suivantes :

1. u? =0.
2. il existe un projecteur p de E tel que pou =u et uop=0.

3. il existe un projecteur p de F tel que pou —uop = u.

Exercice 10 Soit E un K-espace vectoriel (K = R ou C) de dimension n (n > 2). Soit f € L(E). On suppose que
pour tout g € GL(E), fog = go f. On veut montrer que nécessairement f est une homothétie.

1. Soit z € E,  # 0. Supposons par 'absurde que (z, f(z)) est libre. Expliquer qu’alors il existe une base
(e1,ea,e3...,e,) de E telle que e; =z, eg = f(x).

Montrer qu'il existe g € GL(E) tel que g(e;) = ey et g(ea) = e1 + ea.
En utilisant 'hypothése sur f, aboutir & une contradiction.

En déduire que pour tout « € E, (z, f(x)) est liée et donc que f est une homothétie.

AR ol

Retrouver le résultat (vu dans la feuille d’exercices sur les espaces vectoriels) concernant les applications f vérifiant
que pour tout g € L(E), fog=go f.

Exercice 11 Déterminer le rang de la famille de R* : F = ((1,0,1,0), (1,1,0,0), (=1 — 1,1,0), (0,0,2,0)).

Exercice 12 Soient E un R-espace vectoriel de dimension n et f € L(E). Montrer qu’il y a équivalence entre :
(i) ker(f) = Im(f);
(ii) fo f=0¢(g) et 2rg(f) =n.

Exercice 13 Soient E un espace vectoriel de dimension finie n > 1 sur K et f,g € L(E).
1. Démontrer que si go f = Og(gy, alors 1g(f) + 1g(g9) < n.
2. Démontrer que si go f = Og(g) et si f+g € GL(E), alors rg(f) + rg(g9) = n.

Exercice 14 Soient E, F,G trois espaces vectoriels de dimension finie sur K, f € L(E,F) et g € L(F,G). Montrer
que
rg(f) + 1g(g) — dim(F) < rg(go f) < inf( rg(f), rg(g)).

Exercice 15 Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie, f et g deux applications linéaires de E dans
F'. Montrer que :
| rgf — rgg| < rg(f+g) < rgf + rgg.

Exercice 16 Soient E un espace vectoriel de dimension n > 2, H et H' deux hyperplans de E (i.e. deux sous-espaces
vectoriels de dimension n — 1) distincts. Montrer que H et H' ont un supplémentaire commun.
Le montrer en dimension infinie.

Exercice 17 Soit E un espace vectoriel (pas forcément de dimension finie). On considere ¢y, ...¢, € E*. Montrer
I’équivalence entre :

(i) la famille (¢q,...¢y) est libre
(ii) V(z1,...,2,) €K", ve E, Vje{1,...,n}, ¢;(v) =z,.
Exercice 18 Soit E un espace vectoriel de dimension 1. Soient ¢1,...¢s € E*.

Pour tout j, on note H; = ker ¢;.
Montrer que pour tout ¢ € E*, ¥ € Vect(¢y,...ps) ssi (H1N...N H,) C kertp



