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Feuille d’exercices : Déterminants

Exercice 1 Soit A € K. Déterminer le déterminant suivant (le donner sous forme factorisée) :

o2 32 2
(1+a)? (1+8)* (147)?
2+a)® (2+8)? (2+9)°

Exercice 2 Calculer le déterminant de la matrice (1 + z;y;):,; € M (R).

Exercice 3

1.

2.

Calculer le déterminant de la matrice de 9, (R) suivante (avec a, b et ¢ des nombres réels) :

a b 0 0
c a b 0
Dn=10 ¢ a 0
: . . . b
o ... O c a

Indication : On pourra commencer par chercher une relation de récurrence vérifiée par les D,,.

Soit n € N* et soit (a, 3) € C2. On considere

a+p  ap 0 0

M, — 1 a+p af " 0
0 . :

0 1 a4+ of

Trouver les racines de det(M,, — zI,,).
(Indication : poser 6 € C tel que §° = af3, et chercher x sous la forme x = o+ 3 — 26 cos6))

Exercice 4 Calculer le déterminant de la matrice de 91, (R) suivante (avec a,b deux nombres réels) :

a b b
b a
S
b b a
Exercice 5 Déterminant de Vandermonde : Pour tout (z1,...,z,) € K", le déterminant de Vandermonde VdM (xy, ...

est le déterminant de la matrice (xjfl)m- € M, (K), i.e.

3.

i

1 oay 2f o a2t
2 n—1
1 =z x5y ... =z,
VdM (z1,...,2,) =
1 z, xi xz’_l

. Rappeler l'expression de VdM (z1, ..., x,) (sous forme de produit). A quelle condition VdM (zxyq,...,x,) est-il non

nul ?

Soit (Po,...Pn—1) € K,_1[X] des polynoémes de degré respectif 0,1,...n — 1 et de coefficient directeur respectif
€y - - - Cn—1, €t 801t (z1,...,2,) € K". Exprimer sous forme d’un déterminant de Vandermonde le déterminant de
la matrice (Pj_1(x;))i; € M, (K).

En déduire le déterminant de la matrice (cos((j — 1)6;)): ; € M, (K)

Exercice 6 Déterminant de Cauchy : Soit (a1, as, ..., an,b1,ba,. .., by) € C*" tel que a;+b; # 0pourtout 1 < 4,5 < n.

Calculer le déterminant de la matrice (

Ji<inj<n-

ai+bj

) Tn)



Exercice 7 Matrice circulante : pour tout (zo,...,z,—1) € C", on définit :

o T1 ce Tn—1

Tpn—1 Lo --- Tn—2
M(an"'7xn—1) =

T1 o ... o

n—1
1. Soit J = M (0,1,0,...,0). Montrer que pour tout (xg,...,z,-1) € C*, M(xg,...,Tp_1) = Z;kak.
k=0

1
w

. 2
2. Soit w une racine n°™° de 'unité et soit Z,, = w . Montrer que JZ,, = wZ,,.

wnfl

3. En déduire les valeurs propres et vecteurs propres de J. Puis montrer qu’il existe P € Gi,,(C) et D une matrice
diagonale tels que J = P"'DP

4. En déduire que det(M (zg,...,2Tp-1)) = H (o +T1w+ ...+ 2™ Y.
wel,
Exercice 8 Soient A et B deux matrices de 9, (R). On suppose qu’il existe P dans G1,,(C) telle que B = P~ AP.
On veut montrer qu’il existe @ € Gl,,(R) telle que B = Q' AQ.
1. Ecrivons P = R+ S avec (R, S) € M, (R). Montrer que RB = AR et SB = AS.

2. En déduire que :
YAeR (R4 \S)B = A(R+ \S).

Conclure.

Exercice 9 Soient n € N* et M € 9,,(Z). Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur det M pour que la
matrice M soit inversible et que M~' € M,,(Z).

Exercice 10 Soit A un ensemble non vide, K un corps. Rappeler que E = F(A,K) est un K-espace vectoriel.
On considere (fj)i<j<n € E™. Montrer que cette famille est libre si et seulement si il existe (z;)1<i<n € A tel que

det(f;(xi))i; # 0.



